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W podręcznikach do nauki równań różniczkowych wykładane by- 
wają twierdzenia o czynniku całkującym równań różniezkowych rzędu 
1-go z dwiema zmiennuemi. Zauważyłem, że istnieje jeszcze kilka twier- 
dzeń ogólnych, nieznanych, o ile mi wiadomo, gdyż ani w podręczniku 
prof. Zajaczkowskiego, ani w podręczniku Sturm'a twierdzeń tych nie 
spotkałem. Dla tej przyczyny zamierzam w pracy niniejszej wyłożyć 
niepodane dotąd twierdzenia o czynniku całkujacym, niepozbawione, 
jak mi się zdaje, pewnego interesu naukowego i pożytku przy cał- 
kowaniu równań. 

Niech będzie równanie różniczkowe 


X, da, +X, dz, +... +X drt.. 4X, dz.=0, (1) 


określające jednę zmienną, jako funkcyę pozostałych zmiennych nieza- 
leżnych. 
Napiszmy całkę równania (1) w postaci ogólnej 


F (2, 7, ..., ©,)==C; 


następnie, oznaczmy przez y. czynnik całkujący równania danego, na- 
tenczas będzie : 
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0F OF 


(2) ero EA 


GJk=2, 2, 5: 44%). 
Rugujac funkcyę F z równań (2), otrzymamy 


0 ð 
90, (p a ar g (p. X), 
czyli 


(3) X > X, RE „(Z i) 0. 


Gdy przedstawimy całkę ostatniego równania w kształcie 


F(a tę e ey aa EC, 


natenczas równanie > można RE tak: 


SHX : Szt +e (zz, OG, Ga) A 


Zmieniając wartości wskaźników č, k od 1 do n, otrzymamy kilka 
układów równań różniczkowych czastkowych. Wystarczającem jednak 
będzie zbadać własności jednego z tych układów 


"LASSE. SE /4 > > 
(4) A GE 2 *> - (z: 
OEA 3 à AE F 


=l. 


Wiemy, że układowi równań różniczkowych eząstkowych (4) odpowiada 
zawsze równoważny układ dwóch równań o różniczkach zupełnych 


4 X, 
dz, = b> "R z dz, 
(5) 


du. _ i=n—1 > 93 
© SE E = — =") dz, da, 


Pierwsze z tych równań jest, Aa równaniem danem, drugie zaś 
można napisać w kształcie 


m LORE 0% 
(6) dign="l y(i 3) 4 


i wyprowadzić kilka wniosków ogólnych. 

Po 1-sze, zdarzyć się może, że w równaniu (6) spółczynniki nie 
zawieraja zmiennej «, i, że wspomniane równanie albo przedstawia ró- 
żniczkę dokładna albo też jest łatwiejsze do przecałkowania, aniżeli 
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równanie dane, natenczas odnajdujemy czynnik całkujący i doprawa- 
dzamy tym sposobem nasze zagadnienie do szeregu kwadratur. 
Po 2-ie, w AA rage gdy 


= -$p 


ilości stałej, lub funkeyi samej z, znalezienie czynnika całkującego jest 
łatwem, bowiem będzie 


t=n=i 


lg u= 2 | p: dz,. 


=? 

Po 3-cie, w układzie (5) do drugiego równania możemy dodać 
pierwsze, pomnożone przez pewna ilość 4; wskutek tego będziemy mieli 
i=n—1 1 0X, 0X, 


dlawyA= - X Nob 94% 


„42a (7) 


gdzie A jest albo liczba stała, albo też funkcyą zmiennej «,. Z równa- 
nia (7) wypada wniosek, że, jeżeli 

4/82, 92 a 

X,Mda, Oz, -AX)-g 


ilości stałej lub funkcyi samej æ, natenczas u. łatwo odnaleźć można, gdyż 
będzie z równania (7) 


t=n—1 


Ig u+ | A dz,= X je dzy. 


i=1 
Niemniej doniosłe i ogólne wnioski można wyprowadzić dla ró- 
wnania różniczkowego z dwiema zmiennemi 


Mdc+Ndy= 0, *) (8) 


w którem M i N oznaczaja pewne funkcye zmiennych z i y. Równa- 
nie (3) dla powyższego przypadku będzie mieć kształt: 


Oy. Ou. OM y 
ik Iæ "Az zy” G Oz wo =g, (9) 
Przyjawszy, że ostatniemu równaniu czyni zadość funkcya 


V (x, y, u)=c, 


*) Gdy Mi N są funkcye algebraiczne, natenczas znalezienie czynnika całku- 
jącego sprowadza się zawsze do kwadratur. Dnkładniejsze uzasadnienie takiego wnio- 
sku mieści się w rozprawie mojej, przedstawionej w dniu 5 kwietnia r. b. na posie- 
dzeniu Akademii Cesarskiej w Wiedniu: „Über die Integration der partiellen Diferen- 
zialgleichungen erster Ordnung“, 
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otrzymamy z (9) 
kśt A= ƏM A 


Zamiast powyższego równania (PARE A możemy na- 
pisać układ dwóch równań o różniczkach zupełnych 


da T dy dy. i 
NOM (0N 
b 3x dy 
czyli 
(10) da 28 d lg m” 


=N M aN 9M 
00 ay 
Z równań (10) można wyprowadzić kilka wniosków. 
Wniosek I. Jeżeli odnajdziemy trzy liczby a, $, y takie, aby 


(11) —aN+ BM +y (Z a= =0, 


natenczas p, czynnik całkujący równania danego, można łatwo znaleźć. 
W rzeczy samej, układ (10) możemy przedstawić w kształcie następu- 


jacej proporcyi 


a dz+-B dy+y dlg u. = da 
zy” 
—aN+6M +4 = z 
cy 


atoli wskutek tożsamości (11) koniecznem jest 


z dr+-B dy+-y d lg u=0 
równanie, z którego po przecałkowaniu mamy 


aa+pykyłgp=", 
czyli 
ax+ By 
(12) =e Y 
Widzimy więc, że dla równania (8), w przypadku, gdy zachodzi tożsa- 
mość (11), czynnikiem całkujaeym będzie (12). 
Wniosek II. Jeżeli odnajdziemy trzy liczby a, ©, c tak, aby 


—aN+5M+ec|-————)=9(x) funkcyi samej z 


i jeżeli oprócz tego będzie 


N=Ņ (x) funkcyi samej zmiennej z; 
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albo też, gdy 
N 09M 
— aN+bM+ ce (5 3077 (y) faunkcyi samej y 


i oprócz tego 


M=v (4), 


natenczas w obu wymienionych przypadkach czynnik całkujacy y. mo- 
żna znaleźć. 
W przypadku roztrzasanym układ (10) możemy napisac w kształ- 


cie proporcyi 


a dæ+b dy+cd lg y. dz 
> M TAN 


czyli, wskutek warunków wyżej omówionych, będzie 


adr+bdy+cdlg p __ 9(2) 
du Sza icb 


Całkując ostatnie równanie, otrzymamy 


ac--by+-c lg u =— Fa P da 


zwiazek, z którego bardzo łatwo odnajdziemy wartość p. 


Wniosek III. Jeżeli znajdziemy pewna ilość 4, jako funkcyę 
tylko zmiennej y taką, aby 


aN OM 


AM LE w =ọ (x) funkcyi samej zmiennej « 


i jeżeli oprócz tego 
'N=Ņ (x) funkcyi samej zmiennej z; 


albo też, jeżeli odnajdziemy pewna ilość 4, jako funkcyę tylko zmien- 
nej «© taka, ażeby 


—AN pax KO funkcyi samej ilości y 


i oprócz tego 
M=vV(y) funkcyi samej ilości y, 


natenczas w obu wymienionych przypadkach czynnik y. znaleźć można. 
W rzeczy samej, układ (10) możemy napisać tak: 


www.rcin.org.pl 


136 A. J. STODÓŁKIEWICZ. 


Esa | 22 1 ARE 


əN 90M N’ 


czyli, na zasadzie omówionych powyżej warunków, będzie 


3) 
A dy+d lg u= LG) dr, 
skad po przecałkowaniu otrzymamy 
Ady+ ign= (90) az. 
Podobnie postępujemy w przypadku drugiej kombinacyi z wymienionych 
warunków. 


oN _ ƏM 
Wniosek IV. Jeżeli iloraz e e aa ik 
niose A —aN+BM J u "Vą y (0) sumy 


uc+-By, gdzie « i B sa pewne liczby stałe, natenczas układ (10) pisze- 
my w postaci 


d(acipy)  dlgu 
—aN+BM ƏN ƏM’ 


RZ dy 
czyli 
ON 3M 
dw wy 


3 I5k=_N+PEM 

skad, przy istnieniu powyżej wyszczególnionego warunku, czynnik u. 
łatwo odnaleźć. 

Wniosek V. Jeżeli znajdziemy 4, funkcyę samej a i B funk- 
cyę samej zmiennej y tak, ażeby 

ƏN ƏM 

natenczas czynnik u. będzie wiadomym. 

W rzeczy samej, układ (10) możemy napisać tak: 


(14) A dc + B dy+-d lg u. dx | 
= USZAMI ZM 
ANCONA = FE 
+BMz— y 


atoli wskutek tożsamości (13) z równania (14) wnioskujemy 


A di+B dy+d lg u=0, 
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skąd Nosa 
Igp=—| Adz-| B dy. 


Wniosek VI. Jeżeli odnajdziemy dwie funkcye 9, (z, y), tudzież 
p, (Œ, y) obu zmiennych tak, ażeby było 


ON ƏM 
p, N+-9, Mz — Eri 0 (15) 
i oprócz tego 


9, dr+-o, dy 
przedstawiać będzie różniczkę dokładna pewnej funkcyi © (æ, y), naten- 
czas czynnik y. wiadomym będzie. 


Istotnie, układ (10) dla wyszczególnionego wyżej przypadku napi- 


sać można w kształcie 


p, dz+p, dy+dlgu _ dæ 
aN JE aN 
TET 30 dy 


z którego, na zasadzie warunku (15), wypływa: 
9, da+-9, dy+-dlg u=0, 
czyli 
d P (x, y)+d lg u=0. 
Z ostatniego równania łatwo znaleźć y.. 
Niezależnie od dowiedzionych twierdzeń bardzo pożytecznem bywa 
w każdym szczególnym przypadku zbadać układ (10). Tak naprzykład 
dla równania różniczkowego 
(ay"+bx"*+-cy) dx+-(aa" by" *+ex) dy=0, 
w którem a, 0, c, n są jakiekolwiek liczby, układ (10) będzie: 
da ER ELE, dlgu io 
—(ax"+by"™+ cx)  ay'+bx""+cy  ama"'—any""' 
Ztąd łatwo otrzymamy 


(n— 1)" dr+(n— DY dy d lg y. ; 
—(n—1jæ"(ax" +by" *+cr)+(n— Dy" *(ay" bz" *+cy) an(x"'—y""') ” 


czyli 


P Ey) = d lg p. 
—(n—1) A *—y*""")— (n— A *—y"') C a a 


Po skróceniu przez 4''—y""* z ostatniego równania wypadnie 
Rozprawy Wydz. mat.-przyr. T. XXVII. 18 
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SC WAWIE lge 
—(n— 1) a (x° +y") — (n— 1) c an 


czyli 
nd [a ("+y +e] adio 
5 


—(n— 1) [a (œ +y e] 


Po przecałkowaniu będzie 


U. 


p=l[a(e""-ky"e] " 
albo prościej 


u, =a(x""'-py'" ')+-c. 


———óte —— 
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